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 Flow matching

p : source distribution(정규분포), q : target distribution(data 분포), p_t : probability path(t시점의 분포)

flow matching : source 분포를 target 분포로 서서히 변화하게 하는 vector field를 찾는게 목적

vector field : 다음과 같은 함수 ℝn → ℝn

LFM = Et,pt
[∥vt(x; θ) − ut(x)∥2]
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 Flow matching

dψt(x0)
dt

= ut(ψt(x0)), xt := ψt(x0) ∼ pt for x0 ∼ p0

vector field u는 diffeomorphic map(미분 동형 사상)을 만든다. (diffeomporphism이면 change of variable 가능)

diffeomorphism : 역함수 존재, 원함수 역함수 미분 가능

pt(x) = p0(ψ−1
t (x))|det[

∂ψ−1
t

∂x
(x)]|

change of variable  : mapping은 확률 총량을 변화시키지 않음. 1km와 1mile과의 관계


. f : invertible and differentiable


then,  

|px(x)dVx | = |py(y)dVy | , where y = f(x)

dVx

dVy
= det Jf−1
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 Flow matching
flow matching에서의 vector field는 모두 continuity equation을 만족함. diffusion에서는 fokker planck equation에 
의해 기술됨


Continuity equation (PDE) : 


Continuity equation (ODE) :  , (change of variable하고 같은 의미)

∂pt

∂t
= − ∇(ptvt)

dpt

dt
= − pt ⋅ ∇vt
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 Flow matching

Condition flow matching : CFM loss를 줄이는건 FM을 최적화 하는 것과 같다. (Flow matching 3.1 과정을 거치면)

LCFM = Et,pt(x|x1),q(x1)[∥vt(x; θ) − ut(xt |x1)∥2]

LFM = Et,pt
[∥vt(x; θ) − ut(x)∥2]

CFM I-CFM OT - CFM
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 Bellman expectation equation
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 Bellman operator

Tπ : ℝs → ℝs TπV = ∑
a

π(a |s){r(s, a) + γ∑
s′￼

P(s′￼|s, a)V(s′￼)} = rπ + γPπV,

bellman operator는 수축 사상

∥TπU − TπV∥p = γPπ∥U − V∥p ≤ γ∥U − V∥p , p ≥ 1

banach’s fixed point theorem에 의해 lim
n→∞

Tn
πV = Vπ

value function의 정의에 의해 TπVπ = Vπ
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 Effective horizon

강화학습의 목적식은  의 기댓값을 최대로 하는것이다. 만약  일때 G0 = ∑
t=0

γtrt r ≤ rmax

infinite horizon의 경우에서 return의 최댓값은   이고


finite horizion에서 시간이  인 경우의 return의 최댓값은  이므로 같은 값을 갖는다. 


따라서 감쇠율이 gamma인 경우 effective horizon은 이다.

max G0 = ∑
t=0

γtrmax =
rmax

1 − γ

1
1 − γ

1
1 − γ

∑
t=1

rmax

1
1 − γ
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 occupancy measure

occupancy measure는 policy를 따를 경우 얻어지는 s,a pair의 분포를 가중합한 분포이고 policy에 일대일 대응이다.





reward가 state와 action의 함수일때 강화학습의 목적식은 occupancy measure와 reward의 내적으로 나타낼 수 있다.


ρπ(s, a) = (1 − γ)π(a |s)
∞

∑
t=0

γtP(st = s |π)

J(π) = (1 − γ)−1𝔼s,a,∼ρπ
[r(s, a)] = (1 − γ)−1 ∑

s,a

ρπ(s, a)r(s, a) = (1 − γ)−1 < ρπ, r >
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 successor measure

mπ(s′￼|s, a) = (1 − γ)
∞

∑
t=0

γtP(st+1 = s′￼|s0 = s, a0 = a, π)

successor measure는 s,a에서 시작해 현재의 policy를 따를 경우 얻어지는 future state의 분포를 가중합한 분포이다.

Qπ(s, a) =
1

1 − γ
𝔼s′￼∼m(⋅|s,a)[r(s′￼)]

= ∑
s′￼∈S

m(s′￼|s, a)r(s′￼)

= ∑
s′￼∈S

∞

∑
t=0

γtP(st+1 = s′￼|s0 = s, a0 = a, π)r(s′￼)

=
∞

∑
t=0

γt𝔼[rt+1 |s, a] = 𝔼[G0 |s, a]

이를 통해 state action value function을 나타낼 수 있다.
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 bellman operator of successor measure

mπ(s′￼|s, a) = (1 − γ)
∞

∑
t=0

γtP(st+1 = s′￼|s0 = s, a0 = a, π)

= (1 − γ)P(s1 = s′￼|s0 = s, a0 = a) + (1 − γ)γ
∞

∑
t=1

γt−1P(st+1 = s′￼|s0 = s, a0 = a, π)

= (1 − γ)P(s1 = s′￼|s0 = s, a0 = a) + (1 − γ)γ∑
x∈S

P(s1 = x |s0 = s, a0 = a)
∞

∑
t=1

γt−1P(st+1 = s′￼|s0 = s, a0 = a, s1 = x, a1 = π(x), π)

= (1 − γ)P(s1 = s′￼|s0 = s, a0 = a) + (1 − γ)γ∑
x∈S

P(s1 = x |s0 = s, a0 = a)
∞

∑
t=1

γt−1P(st+1 = s′￼|s1 = x, a1 = π(x), π)

= (1 − γ)P(s1 = s′￼|s0 = s, a0 = a) + (1 − γ)γ∑
x∈S

P(s1 = x |s0 = s, a0 = a)
∞

∑
t=0

γtP(st+1 = s′￼|s0 = x, a0 = π(x), π)

= (1 − γ)P(s1 = s′￼|s0 = s, a0 = a) + γ𝔼x∼P(⋅|s,a) [(1 − γ)
∞

∑
t=0

γtP(st+1 = s′￼|s0 = x, a0 = π(x), π)]
= (1 − γ)P(s1 = s′￼|s0 = s, a0 = a) + γ𝔼x∼P(⋅|s,a) [mπ(s′￼|x, π(x))]



mπ( ⋅ |s, a) = Tπmπ

:= (1 − γ)P( ⋅ |s, a) + γ(Pπmπ)( ⋅ |s, a)

(Pπm)(dx |s, a) = ∫s′￼

m(dx |s′￼, π(s′￼))P(ds′￼|s, a) = 𝔼[m(dx |s′￼, π(s′￼))]

markov property

time homogeneity
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Pθ(st+1 |st, at) ≈ P(st+1 |st, at)

mπ(s′￼|s, a) = (1 − γ)
∞

∑
t=0

γtP(st+1 = s′￼|s0 = s, a0 = a, π)

single step model 


• 환경의 dynamics를 근사하는 모델


• 오차의 누적으로 인해 long horizon prediction이 어려움

gamma model


• 시간 평균을 가한 successor의 분포를 예측하는 모델


• effective horizon에 대해 평균적인 미래를 예측 가능함

gamma model을 근사하는데 flow matching을 이용해보자
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 Notation

probability measure over a set X : 


probability path : 


empirical distribution : 


source distribution : 


target distribution : 


flow : , velocity field : , parameterized velocity field : 


generated RV by velocity field 


conditional probability path : , conditional velocity field : 

𝒫(X)

mt : S × A → 𝒫(S) for t ∈ [0,1]

ρ

m0 = p0

m1 = mπ

ψt : S × S × A → S vt : S × S × A → S ṽt(⋯; θ)

Xt := ψt(X0 |S, A) ∼ mt( ⋅ |S, A),  where X0 ∼ m0

pt|Z : S × Z → 𝒫(S) ut|Z : S × Z → S
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 Flow matching

학습 과정 


1. sampling time, data and noise : 


2. compute flow and velocity at t : 


3. minimize cfm loss : 

t, x0, x1 ∼ U(0,1), p0, q

ψt(x0) = tx1 + (1 − t)x0, ut(x |x1) = x1 − x0

min∥vt(ψt(x0); θ) − (x1 − x0))∥2

marginal velocity 는 marginal path를 만들고 conditional velocity는 conditional path를 만든다.
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 MC-FM/CFM

MC-FM : 가장 이상적인 방법이지만 를 알 수 없어서 할 수 없음mt

MC-CFM : conditional flow matching 방법을 따라 유도되었지만 여전히 라는 접근이 어려운 분포에 의존함mπ
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 TD-CFM

논문에서 MC-CFM을 대체 할 방법으로 총 세가지를 제시함
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 TD-CFM

MC-CFM의 샘플링 분포 를 아래와 같이 변경하여 transition data
만으로도 학습이 가능하다.

mπ

mπ(s′￼|s, a) = (1 − γ)P(s′￼|s, a) + γ𝔼x∼P(⋅|s,a)[mπ(s′￼|x, π(x))]

 Coupled TD-CFM

OT-CFM과 같이 coupling을 이용해 cross가 발생하는걸 억제한다.
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 TD^2-CFM
vector field를 bellman operator처럼 쪼개어 학습하자


두개의 벡터장을 학습해 TD^2 CFM이다.

lemma 1 : bellman operator 처럼 쪼개어 학습하면 , 이때 mn+1
1 = Tπmn

1
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 TD^2-CFM

 TD-CFM & Coupled TD-CFM

공통 : successor vector field 일반적인 CFM 







x0 ∼ N(0,I), x1 = ψ1(x0 |s′￼, a′￼, θ̄)

xt = tx1 + (1 − t)x0

ut|1 = x1 − x0


x0 ∼ N(0,I), xt = ψt(x0 |s′￼, a′￼, θ̄)

ut|1 = vt(xt |s′￼, a′￼; θ)
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 TD^2-CFM

dynamics 를 근사하는 
velocity field를 학습

P(st+1 |st, at)

현재 학습중인 NN으로 target 
velocity sampling
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 Thm1. 

thm1 : 앞서 언급한 방법들은 모든 flow의 시점 t에서 probability path에 대해 gamma-contraction을 하는 학습이다.
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 Corollary1. 

Corollary : 앞서 언급한 bellman like mapping은  를 fixed point로 갖는다. 따라서 모든 t에서 TD-CFM의 
probability path는 MC-CFM의 probability path로 수렴한다.

mMC
t
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 Thm 2,3. 

Thm 2,3 : TD^2 CFM의 기울기는 다른 방법들 보다 더 작은 분산을 가져 더 안정적인 수렴을 한다.
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ExoRL 데이터를 이용해 TD3로 학습


64개의 initial state로 부터 1000step rollout


각 trajectory 별로 2048개의 state를 복원 추출 


이때  시점의 state를 샘플링t ∼ Geometric(1 − γ)


